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Resumo
Grafos mistos sa˜o estruturas matema´ticas que mesclam caracterı´sticas de grafos dire-
cionados e na˜o-direcionados. Formalmente, um grafo misto pode ser definido por uma
tripla GM = (V,A,E), onde V , A e E representam, respectivamente, um conjunto de
ve´rtices, de arcos e de arestas. Uma k-colorac¸a˜o mista de GM = (V,A,E) e´ func¸a˜o
c : V → {0, . . . , k − 1} tal que c(u) < c(v), se (u, v) ∈ A, e c(u) 6= c(v), se [u, v] ∈ E.
O problema de Colorac¸a˜o Mista consiste em determinar o nu´mero croma´tico misto de GM ,
denotado por χM (GM ), que e´ menor inteiro k tal que GM admite uma k-colorac¸a˜o mista.
Esse problema modela variac¸o˜es de problemas de escalonamento que consideram simul-
taneamente restric¸o˜es de precedeˆncia e de compartilhamento de recursos. Neste trabalho,
mostramos que Colorac¸a˜o Mista e´ NP -difı´cil para as classes dos grafos cordais, dos grafos
linha de grafos bipartidos e dos grafos linha de grafos periplanares.
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∗Financiado pela CAPES.
†Parcialmente financiado pelo CNPq.
‡Financiado pelo CNPq.
III ERPO NE 2009 - 19 e 20 de Novembro - Fortaleza/CE
1 Introduc¸a˜o
O problema de colorac¸a˜o de grafos [1] e´ certamente um dos mais estudados na a´rea de Teoria
de Grafos devido a`s suas va´rias aplicac¸o˜es, principalmente em problemas de escalonamento,
como, por exemplo, nos problemas de atribuic¸a˜o de frequ¨eˆncias a antenas de ra´dio ou telefonia,
de alocac¸a˜o de produtos quı´micos em armaze´ns e de alocac¸a˜o de registros em compiladores.
Dado um grafo G = (V,E), uma colorac¸a˜o e´ uma func¸a˜o c : V −→ Z que associa a cada
ve´rtice do grafo um nu´mero inteiro representativo de uma cor. Dizemos que uma colorac¸a˜o e´
pro´pria se, para cada par de ve´rtices adjacentes u e v, i.e., [u, v] ∈ E(G), temos c(u) 6= c(v).
Uma colorac¸a˜o (pro´pria) de um grafoG com k cores e´ comumente chamada de uma k-colorac¸a˜o
de G.
No problema cla´ssico de Colorac¸a˜o de Ve´rtices, busca-se determinar a menor quantidade
de cores para a qual o grafo admite uma colorac¸a˜o pro´pria. Essa quantidade e´ chamada nu´mero
croma´tico, ou χ(G).
Determinar o nu´mero croma´tico de um grafo qualquer e´ um problema NP -Difı´cil [5], mas
em va´rias classes de grafos a determinac¸a˜o desse paraˆmetro pode ser feita em tempo polinomial.
Existem diversas variac¸o˜es deste problema. Aqui, estudamos uma generalizac¸a˜o do mesmo
para grafos mistos, ou seja, grafos que podem ter simultaneamente arestas na˜o-orientadas e
orientadas (estas u´ltimas chamadas de arcos). Sendo assim, um grafo misto pode ser definido
por uma tripla GM = (V,A,E), onde V , A e E denotam o conjunto de ve´rtices, arcos e arestas
de GM , respectivamente.
Dado um grafo misto GM = (V,A,E), uma k-colorac¸a˜o mista e´ uma func¸a˜o c : V →
{0, . . . , k − 1} com as seguintes restric¸o˜es:
1. c(vi) < c(vj), se (vi, vj) ∈ A.
2. c(vi) 6= c(vj), se [vi, vj] ∈ E.
Em outras palavras, uma colorac¸a˜o mista forte e´ uma colorac¸a˜o pro´pria com uma restric¸a˜o de
ordem sobre as cores das extremidades de cada arco. Em alguns trabahos, esta colorac¸a˜o e´ cha-
mada de mista forte em contra-ponto a` colorac¸a˜o mista fraca, onde se permite uma desiguldade
na˜o-estrita (≤) na condic¸a˜o (1) acima.
No problema de Colorac¸a˜o Mista, dado um grafo misto GM = (V,A,E), desejamos encon-
trar o nu´mero croma´tico misto de GM , denotado por χM(GM), que e´ o menor inteiro k tal que
GM admite uma k-colorac¸a˜o mista. Observe que o problema e´ invia´vel se GM possui um ciclo
orientado. Ao longo de todo o texto, vamos assumir enta˜o que tal na˜o ocorre.
Uma das motivac¸o˜es para a definic¸a˜o de Colorac¸a˜o Mista encontra-se no estudo de proble-
mas de escalonamento de tarefas com restric¸a˜o de precedeˆncia e compartilhamento de recursos,
em particular o problema de Job-Shop.
Uma instaˆncia do problema de Job-Shop e´ composta por um conjunto de tarefas J =
{J1, J2, . . . , Jn}, onde cada tarefa Jk, para todo 1 ≤ k ≤ n, possui um conjunto de operac¸o˜es
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que devem ser processadas em uma certa ordem, definindo, assim, relac¸o˜es de precedeˆncia.
Cada operac¸a˜o deve ser executada em uma ma´quina do conjunto M = {M1,M2, . . . ,Mm} e
toma uma unidade de tempo para sua execuc¸a˜o. Como cada ma´quina so´ pode executar uma
operac¸a˜o por vez, surgem assim restric¸o˜es de compartilhamento de recursos. Em Job-Shop
busca-se determinar a menor quantidade de tempo para se processar todas as tarefas do con-
junto J .
Uma instaˆncia desse problema pode ser modelada com um grafo misto GM = (V,A,E),
onde V e´ o conjunto de operac¸o˜es, A descreve as relac¸o˜es de precedeˆncia, e uma aresta [u, v] ∈
E e´ definida se as operac¸o˜es u e v compartilham uma ma´quina. Toda colorac¸a˜o mista de GM
descreve um escalonamento via´vel, onde a cor de um ve´rtice representa o tempo de execuc¸a˜o
da operac¸a˜o correspondente. O nu´mero croma´tico misto expressa o tempo mı´nimo necessa´rio
para a execuc¸a˜o de todas as tarefas.
Neste trabalho, estudamos a complexidade do problema de Colorac¸a˜o Mista em treˆs clas-
ses de grafos: cordais, linha de bipartidos e linha de periplanares. Os resultados obtidos sa˜o
apresentados na Sec¸a˜o 3. Antes, pore´m, realizamos uma breve revisa˜o bibliogra´fica sobre o
problema. Na Sec¸a˜o 4 comentamos os nossos resultados e suas implicac¸o˜es.
2 Resultados Conhecidos
Nesta sec¸a˜o, revisamos alguns resultados da literatura que avaliam a complexidade do pro-
blema de colorac¸a˜o mista e destacamos relac¸o˜es deste com outros problemas em grafos. Cha-
mamos de grafo subjacente a GM o grafo G = (V, A¯ ∪ E), onde uma aresta [u, v] ∈ A¯ se, e
somente se, o arco (u, v) ∈ A. Em outras palavras, G e´ o grafo obtido de GM retirando-se as
orientac¸o˜es de seus arcos.
2.1 Alguns resultados sobre complexidade
Colorac¸a˜o Mista generaliza o tradicional problema de Colorac¸a˜o de Ve´rtices, que equivale
ao caso onde o conjunto de arcos e´ vazio. Por outro lado, quando o conjunto de arestas e´ vazio,
Colorac¸a˜o Mista equivale ao problema de encontrar o maior caminho em um grafo direcionado
acı´clico.
Por generalizar o problema de colorac¸a˜o de ve´rtices, Colorac¸a˜o Mista e´ claramente um
problema NP -Difı´cil. Outros resultados de complexidade para classes especı´ficas de grafos
tambe´m sa˜o conhecidos, conforme abaixo. Sem perda de entendimento, vamos dizer que GM
pertence a uma certa classe, quando a rigor deverı´amos nos referir ao seu grafo subjacente.
A versa˜o de decisa˜o do problema de colorac¸a˜o mista classifica-se como um problema NP -
completo, mesmo se o grafo for planar, bipartido, com grau ma´ximo 4 e cada ve´rtice incidente
a um arco com grau ma´ximo 2. Isto e´ demonstrado a partir de uma reduc¸a˜o do problema de
Colorac¸a˜o por Listas [9].
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Por outro lado, para as classes de grafos se´rie-paralelos e a´rvores, sa˜o conhecidos algoritmos
com tempo de execuc¸a˜o polinomial que determinam uma soluc¸a˜o exata. No caso das a´rvores,
o primeiro algoritmo encontrado na literatura [4] tem complexidade O(n2) enquanto que o al-
goritmo descrito em [2] tem complexidade linear. Para grafos se´rie-paralelos, e´ conhecido um
algoritmo com complexidade O(n3.376 log n) que fornece uma soluc¸a˜o o´tima [3]. Adicional-
mente, e´ conhecido que a versa˜o de decisa˜o do problema de colorac¸a˜o mista tem complexidade
polinomial se o grafo misto dado como entrada e´ uma k-a´rvore parcial, para um k fixo [9].
2.2 Limites para o nu´mero croma´tico misto
Em [4] foram demonstrados dois limites superiores para o nu´mero croma´tico misto, relacionando-
o ao nu´mero croma´tico de subgrafos do grafo subjacente. Para apresentarmos tais resultados,
considere as definic¸o˜es a seguir.
Dado um subconjunto V ′ do conjunto de ve´rtices de um grafo G = (V,E), dizemos que o
subgrafo induzido (em ve´rtices) por V ′ ⊆ V , denotado por G[V ′], e´ o subgrafo G′ = (V ′, E ′)
de G tal que se [u, v] ∈ E e u, v ∈ V ′ enta˜o [u, v] ∈ E ′.
Seja XM o conjunto dos ve´rtices de GM = (V,A,E) que sa˜o extremidades de algum arco
de A. Seja G o grafo subjacente de GM . Enta˜o:
Proposic¸a˜o 2.1 χM (GM) ≤ χ(G) + |XM | − χ(G[XM ])
Ale´m disso, defina o grafo misto G∗ = (XM , A∗, ∅), onde A∗ = {(vi, vj) ∈ A : vi, vj ∈
XM}. Enta˜o:
Proposic¸a˜o 2.2 χM (GM) ≤ χM(G∗)(χ(G)− 1) + 1
Vale ressaltar que ambos os limites sa˜o atingidos por algumas instaˆncias do problema. Ob-
serve que a Proposic¸a˜o 2.1 apresenta um limite que relaciona nu´mero croma´tico misto, nu´mero
croma´tico do grafo subjacente e paraˆmetros que so´ dependem das orientac¸o˜es de GM . Por ou-
tro lado, e´ interessante observar que a Proposic¸a˜o 2.2 relaciona tambe´m o χM(GM) com χ(G),
mas, nesse caso, o limite envolve paraˆmetros que dependem do conjunto de arestas de GM .
Com relac¸a˜o a limites inferiores, e´ fa´cil observar que χM(GM) e´ pelo menos o tamanho do
maior caminho direcionado em GM , denotado por n(GM). Ale´m disso, toda colorac¸a˜o mista
de GM e´, por sua vez, uma colorac¸a˜o pro´pria do grafo subjacente de GM . Logo, o nu´mero
croma´tico do grafo subjacente tambe´m define um limite inferior para χM(GM). Outros limites
inferiores baseados em estruturas do grafo subjacente (como cliques) podem ser encontrados
em [6].
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3 Complexidade
3.1 Problemas de decisa˜o
Consideramos a seguinte versa˜o de decisa˜o de Colorac¸a˜o Mista:
Problema 1 (CM(GM , k) - Colorac¸a˜o Mista)
Entrada: Um grafo misto GM = (V,A,E) com E 6= ∅, e um inteiro k ≥ n(GM).
Questa˜o: GM admite uma k-colorac¸a˜o mista?
´E fa´cil ver que CM(GM , p) esta´ na classe NP . Nas subsec¸o˜es seguintes, vamos mostrar
que CM(GM , p) e´ NP -completo em algumas classes de grafos. Em todos os casos fazemos
reduc¸o˜es a partir de problemas de Extensa˜o de Pre´-colorac¸a˜o a seguir definidos:
Problema 2 (PreCol(G, V ′, k, c′) - Extensa˜o de Pre´-colorac¸a˜o de Ve´rtices)
Entrada: Um grafo G = (V,E), um subconjunto V ′ ⊂ V , um inteiro k e uma colorac¸a˜o
c′ : V ′ → {0, . . . , k − 1}.
Questa˜o: Existe uma k-colorac¸a˜o pro´pria c de G que estenda a colorac¸a˜o c′ (i.e., c(v) = c′(v)
∀v ∈ V ′)?
Uma k-colorac¸a˜o (pro´pria) em arestas de um grafo G = (V,E) e´ uma func¸a˜o c : E →
{0, . . . , k − 1} de tal modo que se duas arestas a e b possuem uma extremidade em comum,
enta˜o c(a) 6= c(b).
Problema 3 (PreColA(G,E ′, k, c′) - Extensa˜o de Pre´-colorac¸a˜o de Arestas)
Entrada: Um grafo G = (V,E), um subconjunto E ′ ⊂ E, um inteiro k e uma colorac¸a˜o
c′ : E ′ → {0, . . . , k − 1}.
Questa˜o: Existe uma k-colorac¸a˜o pro´pria c das arestas de G que estenda a colorac¸a˜o c′ (i.e.,
c(e) = c′(e), para toda aresta e ∈ E ′)?
3.2 Grafos cordais
Um grafo G e´ dito cordal se ele na˜o possui buracos como subgrafo induzido. Um buraco e´
um ciclo de tamanho pelo menos 4 sem uma aresta ligando um par de ve´rtices na˜o consecutivos
no ciclo.
Proposic¸a˜o 3.1 Seja GM um grafo misto e k ≥ n(GM). Enta˜o, CM(GM , k) e´ NP-Completo,
mesmo se o grafo subjacente de GM e´ um grafo cordal.
Prova: A reduc¸a˜o segue do problema PreCol(G, V ′, k, c′) que e´ NP -Completo para grafos de
intervalos unita´rios que e´ uma subclasse dos grafos cordais [8]. Seja I = (G, V ′, k, c′) uma
instaˆncia para esse problema. Defina a instaˆncia (GM , k) para o problema CM(GM , k), onde
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GM e´ o grafo misto obtido a partir de G quando, para cada ve´rtice vi ∈ V ′, adicionamos a G
o caminho direcionado Pi = (x0i , . . . , x
j−1
i , vi, x
j+1
i , . . . , x
k−1
i ), onde j = c′(vi) (ver Figura 1).








Ai, E), onde Vi e
Ai sa˜o os conjuntos de ve´rtices e arcos de Pi, respectivamente.
vi c'(v)=ji







(b) CM(GM , k)
Figura 1: Reduc¸a˜o para grafos cordais
Observe que o grafo subjacente a GM e´ cordal, uma vez que G o e´ e a adic¸a˜o de caminhos
na˜o produz buracos. Para completarmos a demonstrac¸a˜o, afirmamos que G admite uma ex-
tensa˜o de sua pre´-colorac¸a˜o c′ para uma colorac¸a˜o pro´pria c de V (G) com k cores se, e somente
se, GM admite uma colorac¸a˜o mista com k cores. Para demonstrar tal afirmac¸a˜o, basta apenas
observar que em qualquer k-colorac¸a˜o mista de GM cada ve´rtice vi ∈ V ′ recebe exatamente a
cor c′(vi), uma vez que que o caminho direcionado Pi forc¸a tal colorac¸a˜o. 
3.3 Grafo linha de bipartido
Dado um grafo na˜o direcionado G, seu grafo linha, denotado por L(G), e´ tal que cada
ve´rtice deL(G) representa uma aresta deG e dois ve´rtices de L(G) sa˜o adjacentes se, e somente
se, suas arestas correspondentes tem uma extremidade em comum.
Note que uma colorac¸a˜o pro´pria das arestas de G corresponde a uma colorac¸a˜o pro´pria
dos ve´rtices de L(G). Para mostrarmos que CM(GM , k) e´ NP -completo em grafos linha de
bipartidos, vamos usar uma transformac¸a˜o definida a seguir.
Seja (G,E ′, k, c′) uma instaˆncia do problemaPreColA. Defina outra instaˆncia (G,E ′, k, c′)





i ] ∈ E
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i ) = c
′
(ei). A construc¸a˜o dessa outra
instaˆncia esta´ ilustrada pela Figura 2.
Lema 3.1 G admite uma extensa˜o da pre´-colorac¸a˜o c′ para uma colorac¸a˜o com no ma´ximo k
cores se, e somente se, G admite uma extensa˜o da pre´-colorac¸a˜o c′ para uma colorac¸a˜o com
no ma´ximo k cores.

















(b) PreColA(G,E′, k, c′)
Figura 2: Instaˆncias equivalentes de PreColA
Prova: Basta observar que o conjunto de arestas na˜o coloridas em ambos G e G e´ o mesmo e
que, toda aresta ei ∈ E\E ′, i.e. toda aresta na˜o colorida, e´ adjacente a uma aresta ej ∈ E ′ de G
com c
′
(ej) = k se, e somente se, existe em G uma aresta com cor k adjacente a ei. 
Proposic¸a˜o 3.2 Seja GM um grafo misto e k ≥ n(GM). Enta˜o, CM(GM , k) e´ NP-Completo,
mesmo se o grafo subjacente de GM e´ um grafo linha de um grafo bipartido.
Prova: Fazemos a reduc¸a˜o a partir do problema de Extensa˜o de Pre´-colorac¸a˜o em arestas que
e´ NP-Completo em grafos bipartidos [7]. Seja (G,E ′, k, c′) uma instaˆncia de PreColA, sendo
G = (V,E) um grafo bipartido, e seja (G = (V ,E), E ′, k, c′) uma outra instaˆncia para o mesmo
problema obtida pelo procedimento descrito anteriormente. Pela construc¸a˜o deG, nenhum ciclo
ı´mpar e´ criado. Logo, G tambe´m e´ bipartido.
Seja (GM , k) uma instaˆncia para o problema CM , sendo GM o grafo gerado a partir de
L(G) quando adicionamos, para cada ve´rtice vi associado a uma aresta ei pre´-colorida em G,
um caminho direcionado Pi = (x0i , . . . , x
j−1
i , vi, x
j+1
i , . . . , x
k−1





j = c′(ei). A Figura 3 ilustra esta reduc¸a˜o.
e i c'(e)=ji









(c) CM(GM , k)
Figura 3: Reduc¸a˜o para grafos linha de bipartidos
Vamos mostrar que o grafo subjacente de GM e´ linha do grafo bipartido G∗ obtido a partir
de G da seguinte maneira. Para cada aresta ei ∈ E
′
, seja ui o ve´rtice de grau 1 (isto ocorre
devido a construc¸a˜o de G). Adicione um caminho Ti = (y0i , . . . , yj−1i , ui, yj+1i , . . . , yk−1i ), onde
j = c′(ei), conforme Figura 4(a).















Figura 4: Construc¸a˜o de G∗ e seu grafo linha
Note que G∗ e´ claramente bipartido, pois G e´ bipartido e na˜o adicionamos ciclos. Ale´m
disso, L(G∗) e´ exatamente o grafo subjacente de GM (ver Figura 4(b)).
Observe que G admite uma extensa˜o de sua pre´-colorac¸a˜o em arestas para uma colorac¸a˜o
com k cores se, e somente se, GM admite uma colorac¸a˜o mista com k cores, uma vez que os
caminhos direcionados forc¸am que cada ve´rtice de GM que esta´ relacionado a uma aresta pre´-
colorida de G receba a mesma cor desta. Logo, uma k-colorac¸a˜o nos ve´rtices de GM determina
uma k-colorac¸a˜o nos ve´rtices de L(G) e, portanto, uma k-colorac¸a˜o nas arestas do grafo G.
Pelo lema anterior, temos uma k-colorac¸a˜o para o grafo G. 
3.4 Grafo linha de periplanar
Um grafo e´ dito planar se admite uma representac¸a˜o no plano sem cruzamento de suas
arestas. Nessa representac¸a˜o, cada regia˜o limitada pelas arestas, incluindo a regia˜o ilimitada, e´
chamada face. A face externa e´ exatamente a regia˜o ilimitada. Um grafo planar e´ dito peripla-
nar se possui uma representac¸a˜o no plano onde todo ve´rtice pertence a` face externa, ou seja, e´
extremidade de alguma aresta limitando esta face.
Proposic¸a˜o 3.3 Seja GM um grafo misto e k ≥ n(GM). Enta˜o, CM(GM , k) e´ NP-Completo,
mesmo se o grafo subjacente de GM e´ um grafo linha de um grafo periplanar.
Prova: A demonstrac¸a˜o e´ ana´loga a`quela da Proposic¸a˜o 3.2. Novamente fazemos a reduc¸a˜o
a partir do problema de Extensa˜o de Pre´-colorac¸a˜o em arestas que e´ NP-Completo em grafos
periplanares [7]. Seja (G,E ′, k, c′) uma instaˆncia de PreColA, sendo G = (V,E) um grafo
periplanar, e seja (G = (V ,E), E ′, k, c′) uma outra instaˆncia para o mesmo problema obtida
conforme Subsec¸a˜o 3.3. Pela construc¸a˜o de G, e´ fa´cil observar que G ainda e´ periplanar. De
fato, dada uma representac¸a˜o planar de G onde todos os ve´rtices pertencem a` face externa, e´
possı´vel adicionar os ve´rtices de V \V a essa representac¸a˜o de tal modo que todos os ve´rtices
ainda pertencem a` face externa. Para tanto, basta representar no plano os novos caminhos na
face externa. Veja que essa representac¸a˜o na˜o adiciona novas faces e todos os ve´rtices conti-
nuam pertencendo a` face externa.
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Seguindo os mesmos passos da demonstrac¸a˜o anterior, seja (GM , k) uma instaˆncia para o
problema CM , onde GM o grafo gerado a partir de L(G) quando adicionamos um caminho
direcionado Pi = (x0i , . . . , x
j−1
i , vi, x
j+1
i , . . . , x
k−1




i ), para cada ve´rtice vi
associado a uma aresta pre´-colorida por c′, digamos com a cor j.
Vamos mostrar que o grafo subjacente de GM e´ linha do grafo periplanar G∗, obtido a partir
de G da seguinte maneira: para cada aresta ei ∈ E
′
, se j = c
′
(ei) e ui e´ o ve´rtice de grau 1
de ei, adicione um caminho Ti = (y0i , . . . , y
j−1
i , ui, y
j+1
i , . . . , y
k−1
i ). Note que G
∗
e´ claramente
periplanar, pelo mesmo argumento apresentado para demonstrar que G e´ periplanar. Por u´ltimo,
veja que L(G∗) e´ exatamente o grafo subjacente de GM .
Novamente, podemos afirmar que G admite uma extensa˜o de sua pre´-colorac¸a˜o em arestas
para uma colorac¸a˜o com k cores se, e somente se, GM admite uma colorac¸a˜o mista com k cores,
uma vez que os caminhos direcionados forc¸am que cada ve´rtice de GM que esta´ relacionado a
uma aresta pre´-colorida de G receba a mesma cor desta. Logo, uma k-colorac¸a˜o nos ve´rtices de
GM determina uma k-colorac¸a˜o nos ve´rtices de L(G) e, portanto, uma k-colorac¸a˜o nas arestas
do grafo G. Pelo lema anterior, temos uma k-colorac¸a˜o para o grafo G. 
4 Conclusa˜o
Neste trabalho, apresentamos resultados de complexidade para o problema de Colorac¸a˜o
Mista, mostrando que o mesmo e´ NP -difı´cil para as classes de grafos cordais, grafos linha
de bipartidos e grafos linha de periplanares. Vale lembrar que, como consequeˆncia, Colorac¸a˜o
Mista tambe´m e´ NP -difı´cil para todas as classes de grafos que conteˆm essas classes estudadas,
como, por exemplo, grafos livres de C4ou C5, grafos livres de garra, grafos-aranha, grafos per-
feitos. Estendemos, assim, resultado similar existente na literatura, que mostra a mesma com-
plexidade para a classe dos grafos bipartidos planares. Adicionalmente, identificamos tambe´m
outras classes de grafos onde o problema cla´ssico de colorac¸a˜o e´ polinomial, mas passa a ser
NP -difı´cil na versa˜o mista.
Um ponto importante a ser observado encontra-se no fato de que, como acontece em outros
trabalhos relacionados, a complexidade e´ estudada considerando o grafo subjacente. Isto signi-
fica que relac¸o˜es entre os conjuntos de arcos e de arestas na˜o sa˜o exploradas. A influeˆncia desse
fator na complexidade do problema e´ uma questa˜o que merece ser melhor estudada.
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